SUR LES FONCTIONS DU TYPE K

PAR

TUDOR ZAMFIRESCU

Dans ce travail on démontre une généralisation d’un résultat antérieur [5] sur
les fonctions du type K, on introduit de nouvelles classes de fonctions K et on
étend les considérations sur ces dernicéres.

1. INTRODUCTION

Dans son travail [2], M. S. Marcus a introduit la classe des fonctions
du type A, dont nous rappelons la définition :

On appelle fonction du type K une application f : (a, b) — R jouissant
de la propriété qu’il y a les fonctions ¢ définie, réelle, strictement crois-
sante et convexe sur (a, b) et ¢ définie, réelle, strictement croissante
et concave sur (¢ (@), o (b)), telles que f(x) = ¢ (o («)). Dans le travail
cité, on a donné les suivantes conditions suffisantes pour Iappartenance
au type K :

THEOREME A. Soit f wune fonction réelle définie sur (a, b)
(—ooLa<b<oo). Supposons que f est dérivable sur (a , b) et que
J'(#) > 0 pour a < x < b. Supposons encore que [’ (z) existe, finie, en
chaque point de (a, b) et que f" est sommable sur chaque intervalle
compact contenu dans (a, b). Alors, f est, sur (a, b) une fonction du type K.

On connait, de méme [5], le résultat qui suit :

THEOREME B. Pour que la fonction f:(a, b) — R soit du type K
ol suffit que les quatre conditions swivantes soient remplies :

1° f est continue sur (a, b),

2° f* (f~) est définie sur (a, b) et a variation bornée sur chaque [,
plc (a, b),

3° la borne inférieure de f+ (f~) est strictement positive sur chaque
[«, B]1C (a, b)’

© DjiC {a, B (D}~ C {a, )
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(on comprend par g+, g- et D, la dérivée a droite, la dérivée & gauche et
Densemble des points de discontinuité ouw d’extréme relatif strict de la fonc-
tion ¢).

De ces deux théoremes, aucun ne représente ’extention de D’autre.
Concernant la dérivabilité, les conditions du théoréme B sont moins
restrictives ([5], section 4). Mais on peut donner des exemples de fonctions
qui ne vérifient pas les conditions du théoreme B et sont pourtant du
type K en vertu du théoréme A. Voici un tel exemple :

A Taide de la fonction F:(—=2%, =2) - R, définie par

[6( 2| +1) — =2]%2 sin? = [6 (@] + 1) — =2]-12

8i 6 |2]| e (w?>— 6, =2),
6l 7'-»1}_2 . LB o '2 ol i+1k‘2 ]
sl (Pt SR 5 ) o]

J+1 7
si 6 iWIE(ﬁg—ﬁ Y k2 w2 —6 Y] k—2J,
=1

on construit la fonction f(z) = x» + g F (1) dt qui nous procure ’exemple

«0
cherché. En etfet, f est dérivable et f'(z) =1 + F (2) > 0 existe, est
finie dans (—=2, =?) et est sommable sur chaque [«, B]C (—=?, =?) parce
que F’ est bornée sur [«, 8], donc F est lipschitzienne, d’ou f’ est abso-
lument continue et, donc, a variation bornéel). Mais, en meéme temps,

D = {0} L {—=% =%
Nous avons aussi choisi cet exemple parce qu’il constitue une preuve

de la supériorité du théoréme A sur le théoréme de Szekeres (voir le théo-
reme 6). En effet, f'' n’est pas continue dans chaque point

i[ﬁz-ﬁé ]‘1’]

k=1

olt j parcourt ’ensemble des nombres naturels.

1) On peut véritier directement que F est 4 variation bornée car sa variation
)y satisfait a Iinégalité
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2. CONDITIONS SUFFISANTES

Le théoreme suivant étend le théoréme B et 1'utilise. Il présente
aussi des conditions suffisantes pour I’appartenance au type K.

TaBorBEME 1. Si la fonction f: (a, b) — R salisfait aux conditions
suivantes :

1° f est continue sur (a, b),

2° f* ewiste et est o variation bornée sur chaque [«, B]C (a, D),

3° inf f* > 0 sur chaque [«, B]C (a, D),

4° Py est réductible (aw sens de [1], p. 322),
alors f est du type K.

Remarqie. On obtient un théoréme semblable en changeant la
dérivée & droite f+ de la fonction f, par sa dérivée a gauche f-.

Démonstration. L’ensemble ;- étant réductible, il y a un nombre
entier positif # tel que @;! =+ @, mais DEY =@, Si mwe {0, 1}, le

‘théoreéme est un cas particulier du théoréme B. Soit done n > 2.
Considérons la s suite d’intervalles {{’}iey avec les propriétés :

DAL= (ras e (It =(a, b)—DZ 8i pefl,...; n—1};
g=1

NI =0 (rs=s) et U I* =(a, b) — DY, ou ¢ = card Dj?.
s=:1

Soit m? = inf I? et M? = sup I7.

Selon la démonstration du théoréme 1 de [5], a chaque intervalle
1!, on peut attacher une paire de fonctions, notées la-bas par g, (r) et
h, (x). Ces fonctions peuvent eétre identifiées dans le point de I} ou elles
sont, toutes les deux, définies ; on obtient la fonction croissante fi:l} > R
satisfaisant aux inégalités :

lim fI(2) > 0 et lim f (2) < oo,

x—»mli u-—»JI%

siml>a et M <b.
En utilisant ces propriétés des fonctions f}, les fonctions f. qui
g

correspondent a la sous-suite {ZI‘J} de {I}} pour laquelle C) I;, = I%, con-
venablement amplifices, peuvent étre prolongées par confc}llmi‘ré dans les
extrémités des intervalles 11’1?.2, telles qu’elles se superposent la-bas; on
arrive ainsi aux fonections E};[ ([5], section 3), renotées maintenant par ff.

Supposons que la fonction f¥, obtenue en prolongeant par continuité
les fonctions ffll qui correspondent aux intervalles Ifnl pour lesquels

G |
W L, = If, véritie

§=1

lim f¥(z) > 0 et lim f¥(z) < oo,
5
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