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SUR LES POINTS MULTIPLES D’UNE FAMILLE CONTINUE DE COURBES

par Tudor Zamfiresco (Bucarest, Romania)

1. INTRODUCTION

L’histoire des courbes dont nous allons parler commence certainement avec
un article de Griinbaum de 1966 [4]. Mais leur préhistoire est sensiblement
plus ancienne et se trouve constituée par des traveaux parmi lesquels ceux de
Zindler [12], Hammer et Sobczyk [5], Zarankiewicz [11], Piegat [7], Goldberg [2],
Griinbaum [3], Ceder [1], Smith [8], Menon [6]. Tous ces auteurs ont considéré
et étudié des cas particuliers de ce que Griinbaum appelle famille continue de
courbes, définie dans un cadre topologique, beaucoup plus large, dans [4]. En
nous bornant d’ajouter seulement que presque tous les cas spéciaux de la
préhistoire appartenaient a la géométrie des corps convexes plans, nous ren-
voyons pour une exposition plus compléte a [4].

Soit C une courbe de Jordan fermée sur laquelle un certain sens est fixé,
D la composante bornée de son complémentaire et .2 une famille d’arcs de
Jordan ouverts satisfaisant aux conditions suivantes:

1°) chaque élément de 2 se trouve dans D, a l’exception de ses extré-
mités, qui, par conséquent, appartiennent a C;

2% chaque point p € C est I'extrémité de précisément un élément L(p)€ .L;

3% si p,, p, € C nappartiennent pas a un méme élément de .2, alors
L(p) N L(p,) est formée d’un seul point;

4% L (p) dépend continfiment de p € C.

£ est appelée famille continue de courbes et ses éléments courbes.
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N signifiera I'ensemble des nombres naturels (=1). N, = N — {1}.

Désignons par — p Pextrémité de L(p) différente de p.

Si lintersection de trois courbes de .2 est vide, alors la composante bornée
du complémentaire de leure réunion est appelée triangle. Soit T la réunion de
tous les triangles.

Soit « un nombre cardinal. Définissons

Mo (L) = l J [ 1L
cardA=a pEA
et soit My(L2) I'ensemble des points x € D avec la propriété qu’il existe un arc
non-dégénéré v, C C tel que x € Mpey, L(p). Evidemment,

M;(2) C Mc (L) C My, (2) C Ma(2) C M, (L) = D (n € N,).

Soit maintenant p € C. L(p) et I’arc des points rencontrés en parcourant C
dans le sens fixé de p & — p forment une courbe de Jordan fermée, dont la
composante bornée du complémentaire sera notée par ®;(p). Soit encore

@ (p) = D — @4(p).

Nous allons continuer dans le travail présent la suite de certaines inve-
stigations de [4] et [10]. Notre attention sera principalement concentrée sur les
relations entre les ensembles M, (L) et 7. Un type intéressant d’alternative
observé déja par Griinbaum dans [4] sera également discuté et quelques
résultats le mettant en évidence seront présentés.

2. UN TYPE D’ALTERNATIVE

Le type d’alternative présent chez Steinhaus [9] se retrouve dans le corol-
laire 3 de Griinbaum [4], d’aprés lequel M, (L) soit contient un point de M (.L2),
soit contient ¢ points différents. Puisque M, (L) est un “L,(L2)-set”, c.-a-d. que
pour tout couple de points x, y € My (L) il y a deux points a, b€ C et un arc y
joignant x avec y, tels que

Y C(L(a) U L) N M, (L)

(pour une démonstration voir le théoréme 3 de Griinbaum [4]), si card M,(2)=2,
alors card M, (£) = ¢. D’autre part, si M,(L2) contient un seul point p, alors
évidemment p € M¢(£2), ainsi que le méme type d’alternative reste valable a
I’égard de M,(L).
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Plus significatif du point de vue topologique est pourtant le type suivant
d’alternative (formulé ici pour M, (L) et démontré plus loin), qui en essence-ne
differe pas de celui que nous venons de rappeler:

On a Ulalternative : soit My (L) == @, soit int M, (L) == 8.

Qu’est ce qu’on peut dire en général, sur les M,(L)? Une formulation tout
a fait similaire de l'alternative serait évidemment incorrecte, parce que M, (L)
peut étre vide pour n=4. Mais on a le

THEOREME 1. Soit n € N,. Si M(L2) =@ (condition automatiquement remplie
si n=2 ou 3), alors soit Ms(L2) == @, soit int M,(2) = 0.

Démonstration. Nous nous baserons sur le théoréme 2 de [10]. En suppo-
sant que Ms(L2) = @, nous allons prouver que int M,(L2)=2@. Si n est un
nombre paire, alors M, (L) — Ms(L2) == @ et selon le théoréme mentionné,
int Moty (2) 2 @, d’olt int M,(L2) 5= @. Si n est impaire, alors de Pinclusion
My (L) C Mp—1(L2) il résulte que Mp—i(L2) — Ms(L2) =@ et en appliquant de
nouveau le méme théoréme, on retrouve que int M,(L2) = @.

Nous reviendrons dans le dernier chapitre au sujet de ces alternatives.

3. RELATIONS ENTRE M, (2), M;(2) ET T

Du lemme 3 de Griinbaum [4], qui affirme que pour tout point x € M, (L)
il existe un triangle A tel que x €A (si N .2 = @), il sen suit que M,(L2)C T,
d’ott int My(2) C int T. Le lemme 2 de Griinbaum [4] montre que T C M,(.2),
d’ott TC M,(L2). Il résulte de la que

T C int My(£L) C int T.

Nous allons préciser la situation en démontrant le

THEOREME 2. int M,(2)=T.

Démonstration. 1l reste & prouver que int M,(2) C T.

Soit a €int M,(£2). Il y a alors deux points x, y €C tels que x, y, —x, —y
soient rencontrés dans cet ordre lorsque C est parcouru dans le sens fixé et que
L(x) N L(y) = la}.

Puisque '
a € int (L (x) N M, (L)),
il y a deux points (différents de a)

b, ¢ € L(x) N My(2)
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tels que x, b, a, ¢, — x se trouvent dans cet ordre sur L(x). Soient u,, u, € C
tels que
L(u,) N L(x) = {b}; L(us) N L(x) = {c}.

Si uy et u, ¢« ut séparés par précisément une des quatre extrémités des courbes
L(x) et L(y), alors on peut supposer sans altérer la généralité de la démonstra-
tion que u, €xy et u, € y(— x). Dans le cas contraire, il existe une autre courbe
passant par a qui peut étre prise comme L (y), de facon que I'on peut de
nouveau supposer que u, et u, se trouvent respectivement sur xy et y(— x).

Soit w3 € u,u, le point le plus proche de u, tel que pour tout voisinage
UCC de u,, il existe un point z € U avec

L(z) N intxa = @.

Evidemment, a € L (u3). Soit encore u, € uzu, le point le plus proche de u, tel que
a € L (u) pour tout u €ugu, (Parc uyu, n’est pas dégénéré seulement si a € My(L2)).
Puisque
a € int (L (u) N M, (2)),

il y a deux points (difiérents de a)

d, e € L(ug) N My (L)
tels que les points uy, d, a, e, — u; se trouvent dans cet ordre sur L (u).
Soient v,, v, deux points dans lintérieur de Parc uy(— uy) C C (celui passant
par u, et — x), tels que

L(v,) N L(ug) = {d}; L(vy) N L(uy) = fe}.

Ces points appartiennent a lintérieur de I'arc u,(— u;) car

L(v) N L(us) & {d, e
pour tout point v€uyu,.

Choisissons les voisinages V;C C de u; (i = 3, 4) tels qu’ils soient con-

nexes et que
vy, Vyy — Vy, _vzl N (V3U V4) =0

et trouvons les points w; €V, et w, €V, tels que
a € @y (wg) N Py (wy).
Il s’en suit du théoréme de Jordan que

L(v) N L(vp) C (Pp(ug) N Py () U (Par(1z5) N Dar(12y)).
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En effet, en supposant, par I’absurde, que l'inclusion précédente ne serait pas
vraie, on aurait 'un des cas suivants:

a) L(v)NL(vy) CL(uy), d’onn
L(v)) N L(ug) = L(vg) N L (uy)
ce qui signifierait que d = e, absurde.

b) () L(v)NL(v,)Cintau,, doir L(v,) et L(v,) intersectent @y(ug) N Pg(uy)
(autrement, selon le théoréme de Jordan, L(v,) ou L (v,) rencontrerait une
deuxiéme fois L(u,) dans un point du sous-arc a(— u,)). En appliquant de
nouveau le théoreme de Jordan et en tenant compte que chacune des courbes
L(v,) et L(v,) ne peut couper L(u,) que dans un seul point, on a

Lv)Nau; = @ =112\

Mais d’ici il résulterait que e n’appartient ni a L(v,), ni a L(v,), ce qui est
absurde.

¢c) Lwv)NL(v,) Cinta(—u,) (voir b)).

d) Lv)NL(,) C Pa(u;) NP, (u,) (si le membre droit n’est pas vide). La
démonstration découle comme au point b).

e) Lwv)NL(@v,) C Da(u,) N D, (u,) (si le membre droit n’est pas vide). Pour
une démonstration de Pabsurdité, voir d).

Si
L(v)NL(v,) C Pplus) N Dy (uy),

alors a se trouve dans le triangle déterminé par L(v,), L(v,) et L(w,). Si
L) N L(v,) C Palug) N Pa(uy),

alors a se trouve dans le triangle déterminé par L(v,), L(v,) et L(w;). Donc, de
toute fagon, a € 7.

COROLLAIRE. Pour tout n€ N,, on a int M,(2)C T.

THEOREME 3. On a les égalités:

int M () = int M, (B) =T; bd M, (L) = bd M;(L).

Si, en outre, N 2= @, alors

bd M, (.2) = bd M;(L) = bd T.

(*) Les cas b)-e) sont a considérer seulement si u, < u,.
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Démonstration. Si N £2 == @ alors

intM, (B} = int M) =T—10
et

Supposons maintenant que N .2 = @. Selon les résultats de Griinbaum
mentionnés avant le théoréme 2, on a d’un coté M;(L2)C M,(L2)C T, d’oit

M;(LYCM,(L)CT
et de l'autre coté 7 C M, (L), d’on
T C My(R);

par conséquent

M, (R) = My(2) = T.
De T C M;(L) il s’en suit aussi que
T C int M, (.2).
De P’inclusion évidente M,(.2) C M,(L2), on a
int M (2) C int M, (L),
et selon le théoreme 2
int My(L) = T;

par conséquent

Il résulte aussi que les frontiéres de M,(2), M;(L2) et T coincident et le
théoréme 3 est prouvé.

4. RELATIONS ENTRE M,(£2) ET T

Selon le théoréme 3, I'inclusion M,(2) C T s’écrit aussi
M, (L) C T U bd M,(.2)
(si NLs=d alors My(£L2) = bd M;(L2) = N L).
Nous allons généraliser cette inclusion, en prouvant le théoréme suivant
(voir son corollaire 1):
THEOREME 4. Pour tout n€ N,, on a

M. (2)C T U My (2) U bd int Man_; ().



SUR LES POINTS MULTIPLES D'UNE FAMILLE CONTINUE DE COURBES 109

Démonstration. Soit a € M.(2) et supposons que a ¢ My(L). Alors il y a
2n 4+ 1 points

xla yl’ ISy xn! yn) xn+l€ Ci
tels que
QI L(xi) — {a}; xn+1 = xl;
yiexixi-l-l; ae[‘(yt) (l=117n)
Définissons la fonction h: {1, ..., n} > [—1, 1} par
1 si a€d,(y)
h(i) =
—1 si a€®u(y)
et convenons de dire qu'on a la situation (2 (1), ..., &(n)).
LEMME 1. La situation (— h(n), h(1), ..., h(n — 1)) se réduit a la situation
(1) covam BN
En effet, si I'on renote (note) les points x, avec x,, (i=2, ..., n+41),
— X, avec X,,,, ¥, avec y,_, (j=2, ..., n) et —y, avec y,, alors la situation
(— h(n), R(1), ..., h(n—1)) se transforme en (A (1), ..., h(n)).

LEMME 2. Si la variation totale de h est supérieure a 2, alors a € T.

Si la variation totale de h est supérieure a 2, alors il y a trois nombres
Piy Py, PsEN tels que p,< p, < py<n et

h(p) = h(p,) 5= h(p),
c.-a-d. que soit
a€ P (y,) N @4 (yp,) N D, (¥p,),
soit
a € @u(yp) N Pg(¥5,) N Pa(yp,)
En tout cas, a appartient a I'intérieur du triangle déterminé par L(yp), L(yp,) et
L(yp), d’out a €T.

LEMME 3. Si la variation totale de h est O ou 2, alors la situation se réduit
@[5 doos Ak
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Si la variation totale de # ne dépasse pas 2, alors la situation est

s o e 0<k<n)
k
ou
=G o=l v 1) 0=<I<n)

On obtient la situation désirée en appliquant m fois le lemme 1, ot m=k-+n
dans le premier cas, ou m =1 dans le second.

Selon les lemmes 2 et 3 il nous reste pour accomplir la démonstration du
théoréme, de prouver que dans la situation (1, 1, ..., 1),

a€TUbdintM,, (2.

Soit V un voisinage ouvert et connexe de a disjoint de chaque courbe L(y,)
(i=1,...,n). Alors, selon le lemme 1 de Griinbaum [4], pour tout point €W, ol

W=V N 0,x) N By(x),

on peut trouver 2,€y,x,. (i=1,...,0) et 2,..€% ¥, (J=2; .7, n) tels que

2n—1

L(z) = {b}.

1=1
Puisque a €bd W et W C M,,_,(2), il s’en suit que
a €intM,, ,(02).
En vertu du corollaire du théoréme 2, intM,, (£2) C 7, d’oir
a€TUbdintM,, (L)

et le théoréme 4 est complétement prouvé.
Puisque
M, (L) C M, ,(£) Cint M, ,(L) U bd M, (L) CT U bdM,,, (L)
(selon le corollaire du théoréme 2) et

bd int M,, ,(2) C bd M,,_,(.2),
on a le

COROLLAIRE 1. Pour tout n € N,,
M,(L)CTUbdM,, (L)
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Du théoréme 4 il s’en suit qu’on peut également formuler I’alternative
suivante:

COROLLAIRE 2. Si n € N, et Mn(L2) — T == @, alors soit Ms(L2) == @, soit
int Ma,—; (L) 5= 0.

Une alternative plus similaire a celle établie par Steinhaus et par Griinbaum
dans certaines circonstances et évoquée par nous avant le théoreme 1 constituera
un troisiéme corollaire du théoréme 4.

Notons

M (L) = M. (L) — T,

ot @ est un nombre cardinal.

COROLLAIRE 3. Si log,(m —1)€N et Mp(L2) =@ impliquent M, (L) = 8,
alors soit My (£2) 5= @, soit card M (2) = R, pour tout n € N.

Donnons une démonstration au corollaire 3. Supposons a cet effet que
M;{O (£L)=4@ et prouvons que, dans les conditions du corollaire, My (2) contient
une suite infinie de points, quel que soit n. Définissons la suite de points {a,];,
de la manitre suivante: Puisque My (£2)=0, on a N L =@, doi T =@
donc on a aussi M;(L) == @, d’ott M; (L) = @ et choisissons a, € M3 (2).
Si (en procédant par induction) le point a; a déja été choisi dans M, (L),
alors selon le théoréme 4,

a; € (Mf(i,)) = T) U bd int M2i+1

415
mais My (£) =@ implique M;(L2) — T =@, donc int My, (L) 5= 6, d’oi,
en fin, My, (L) == @ et Pon choisit a,,, € My, (L2).

S’il existe une suite partielle {a,};>, de la suite définie auparavant, dont
tous les termes coincident, alors as € My, (£) pour tout i€ N, c-a-d. que
aq € Mko (2), ce qui est absurde. Donc {a,};-, a une infinité de points distincts.
Il s’en suit que pour tout n € N, la suite partielle {a,,,},., a une infinité de
points distincts. D’autre part,

an+i € M;"+i+l ("(9)) M';""’i+1 (‘12) & M: (’8)’
Donc card M, (L) = X,.

Bochum (Germania), Avril 1969.
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